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Enoncés

Eléments d’algebre générale

Relation d’équivalence

Exercice 1 [02643] [correction]

Soit R une relation binaire sur un ensemble E & la fois réflexive et transitive.

On définit les nouvelles relations S et T par :
xSy & (xRy et yRa) et Ty < (xRy ou yRx).
Les relations S et T sont-elles des relations d’équivalences ?

Exercice 2 [02644] [correction]

Soit E un ensemble et A une partie de E.

On définit une relation R sur p(F) par : XRY & XUA=Y UA.
a) Montrer que R est une relation d’équivalence

b) Décrire la classe d’équivalence de X € p(FE)

Exercice 3 [02983] [correction]

On considére sur F(FE, E) la relation binaire R définie par :

fRg < Jp € S(E) telle que fop =pog.

a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Décrire la classe d’équivalence d’une fonction donnée f € S(E).

Exercice 4 [02984] [correction]

Soit R une relation binaire réflexive et transitive.

On définit une relation S par Sy < Ry et yR.

Montrer que S est une relation d’équivalence et que R permet de définir une
relation d’ordre sur les classes d’équivalences de S.

Exercice 5 [02985] [correction]
Soit (G, x) un groupe et H un sous groupe de (G, x).
On définit une relation binaire R sur G par :

TRy < ay ' e H

Montrer que R est une relation d’équivalence et en décrire les classes
d’équivalence.

Exercice 6 X MP [03243] [correction]
Soit G un groupe multiplicatif de cardinal p® avec p premier et o € N*.
Montrer que

Z(G) # {1}

Groupes

Exercice 7 [00113] [correction]
Un sous-groupe d’un groupe produit est-il nécessairement produit de deux
sous-groupes ?

Exercice 8 [00114] [correction]
Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe (G, *).
A quelle condition ’ensemble H U K est-il un sous-groupe de (G, *) ?

Exercice 9 [00115] [correction]

Un élément a d’un groupe (G, *) est dit élément de torsion si, et seulement si, il
existe n € N* tel que a™ = e. Montrer que le sous-ensemble formé des éléments de
torsion d’un groupe abélien en est un sous-groupe.

Exercice 10 [o00116 ] [correction]

Soient (G, * ) un groupe fini commutatif d’ordre n et a € G.

a) Justifier que = — a x  est une permutation de G.

b) En considérant le produit des éléments de G, établir que a™ = e.

Exercice 11 [00117] [correction]

[Théoréme de Lagrange]

Soit H un sous-groupe d’un groupe (G, .) fini.

a) Montrer que les ensembles aH = {ax/x € H} avec a € G ont tous le cardinal
de H.

b) Montrer que les ensembles aH avec a € G sont deux a deux confondus ou
disjoints.

c) En déduire que le cardinal de H divise celui de G.

d) Application : Montrer que tout élément de G est d’ordre fini et que cet ordre
divise le cardinal de G.
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Exercice 12 [o00119] [correction]
Soit n € N tel que n > 2. Déterminer les morphismes du groupe (&,,,0) vers

(C*, x).

Exercice 13 [o0120] [correction]

Soit n € N tel que n > 3. On considére la transposition 7 = ( 1 2 ) et le n-cycle
x=(12 ... n).

a) Justifier que {7, x} est une partie génératrice de (&,,, o).

b) Existe-t-il une partie génératrice de (&,,0) formée d’un seul élément ?

Exercice 14 [oo121 ] [correction)]

Soit H l’ensemble des o € &,, vérifiant o(k) + o(n+ 1 — k) = n + 1 pour tout
ke{l,...,n}.

Montrer que H est un sous-groupe de (&,,,0)

Exercice 15 [o0122] [correction]
Les groupes (Q, +) et (Q*, x) sont-ils isomorphes ?

Exercice 16 Centrale MP [02363] [correction]
Quel est le plus petit entier n tel qu’il existe un groupe non commutatif de
cardinal n ?

Exercice 17 Centrale MP [ 02366 ] [correction]

Montrer que {m +yV3/r e Ny € Z,2? - 3y? = 1} est un sous-groupe de (R%, x).

Exercice 18 Centrale MP [02368] [correction]

Soit n un entier naturel non nul, (eq,...,e,) la base canonique de £ = R™.
Soit S, 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. Soit t; = (1,1).

Pour s € Sy, on définit us(e;) = e,;)-

a) Montrer que (to,ts,...,t,) engendre S,.

b) Interpréter géométriquement u, lorsque s est une transposition.

¢) Soit s =(12 ... n—1n). On suppose que s est la composée de p
transpositions. Montrer que p > n — 1.

d) Quelle est le cardinal minimal d’une famille de transpositions génératrice de

Sp?

Exercice 19 Mines-Ponts MP [ 02648 ] [correction]
Soit G un groupe, H un sous-groupe de GG, A une partie non vide de G. On pose
AH = {ah/a € A,h € H}. Montrer que AH = H si, et seulement si, A C H.

Exercice 20 X MP [ 02948 ] [correction]

a) Montrer que tout sous-groupe additif de R qui n’est pas monogene est dense
dans R.

b) Soit € R\Q. Montrer qu’il existe une infinité de (p, q) € Z x N* tels que

Exercice 21 Centrale MP [ 01479 ] [correction]
Soit G le sous-groupe de GL2(R) engendré par les deux matrices S et T' suivantes :

-1 0 1 -1 1

=0 1) =530
Rappelons que c’est le plus petit sous-groupe de GLy(R) contenant S et T'.
a) Avec le logiciel de calcul formel, créer les matrices S, T. Expliciter les éléments
du groupe (R) engendré par la matrice R = ST et préciser le cardinal de ce
sous-groupe de G.
Quelles sont les matrices SR et R7S?
b) Montrer que tout élément de G est soit une puissance R* de R, soit un produit
RES. Préciser le cardinal n de G.
Dresser la liste de tous les éléments de G et déterminer la nature géométrique des
endomorphismes canoniquement associés dans I’espace euclidien R2.
¢) La transformation ¢g : g — S.g définit une permutation de ’ensemble G.
A Taide du logiciel de calcul formel, dresser la séquence des éléments de G et de
leurs images par ¢g.
Quelle est la signature de la permutation de G (qu’on peut identifier a I’ensemble
{1,2,...,n}) ainsi définie ?
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Exercice 22 Centrale MP [ 03199 ] [correction]
Soient A(1,0) et B(0,1). Les points My(zg,yo) et My (z1,y1) sont donnés.
On construit le point Py par les conditions :
— les droites (PyMy) et (Ox) sont paralleles ;
-Pye (AB)
On construit le point Qg par les conditions :
— les droites (PyQo) et (M1 B) sont paralléles;
~ Qo € (AM)).
Soit le point Ms(x2,y2) tel que le quadrilatere (MoPyQoM3) soit un
parallélogramme.
On pose
M2 = MO * M1

T2\ [ To+T1Yo
Y2 YoY1

b) Démontrer que la loi * est associative, admet un élément neutre et que, si
yo # 0, le point My admet un inverse.

¢) On définit une suite de points (M, ),en par la donnée de My, de M et de la
relation de récurrence valable pour tout entier n > 2

a) Démontrer

M, = My, 1 x My, 2

Déterminer y,, en fonction de yg et de y;.

Exercice 23 [03256] [correction]
Soit H un sous-groupe strict d’un groupe (G, ). Déterminer le groupe engendré
par le complémentaire de H dans G.

Exercice 24 [03332] [correction]
Soient a et b deux éléments d’ordre respectifs p et ¢ d’un groupe abélien (G, *).
Existe-t-il dans G’ un élément d’ordrem = ppem(p, q) ?

Groupe cyclique

Exercice 25 [o00123] [correction]
On désire établir que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est lui-méme cyclique.
On introduit (G, ) un groupe cyclique de générateur a et H un sous-groupe de

(G, *).

a) Justifier 'existence d’un plus petit entier naturel non nul tel que a™ € H.
b) Etablir que H est le groupe engendré par a”.

Exercice 26 [00124] [correction]

Soit G un groupe cyclique de cardinal n.

Montrer, que pour tout diviseur d € N* de n, G possede un et un seul sous-groupe
de cardinal d.

Exercice 27 [00125] [correction)]

Soit H et K deux groupes notés multiplicativement.

a) Montrer que si h est un élément d’ordre p de H et k un élément d’ordre g de K
alors (h, k) est un élément d’ordre ppcm(p, q) de H x K.

b) On suppose H et K cycliques. Montrer que le groupe produit H x K est
cyclique si, et seulement si, les ordres de H et K sont premiers entre eux.

Exercice 28 Centrale MP [ 02365 ] [correction]
Soit p un nombre premier ; on pose

Gp:{ZGC;EIkEN,Zpk:I}

a) Montrer que G, est un sous-groupe de (C*, x).

b) Montrer que les sous-groupes propres de G, sont cycliques et qu’aucun d’eux
n’est maximal pour 'inclusion.

c) Montrer que G, n'est pas engendré par un systéme fini d’éléments.

Anneaux

Exercice 29 [o00126] [correction)]
Soit f : C — C un endomorphisme de I'anneau (C, +, x) tel que Vz € R, f(z) = «.
Montrer que f est I'identité ou la conjugaison complexe.

Exercice 30 [00127] [correction]

Soit @ un élément d’un ensemble X.

Montrer 'application E, : F(X,R) — R définie par E,(f) = f(a) est un
morphisme d’anneaux.
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Exercice 31 [o0128] [correction]
Pour d € N, on note

Ag={(z,y) e Z?/d| (y— )}

a) Montrer que A, est un sous anneau (Z?2, +, x).

b) Inversement, soit A un sous anneau de (Z2, +, x).

Montrer que H = {z € Z/(x,0) € A} est un sous groupe de (Z, +).
¢) En déduire qu’il existe d € N tel que H = dZ et A = Ag.

Corps

Exercice 32 [00129] [correction]
Soit A un anneau integre fini. Montrer que A est un corps.
On pourra introduire 'application z +— azx pour a € A, a # 0.

Exercice 33 [00130] [correction]

Soit K un corps fini commutatif. Calculer [] z.
reK*

Exercice 34 [o00132] [correction]
Soient K, L deux corps et f un morphisme d’anneaux entre K et L.

a) Montrer que Vo € K\ {0}, f(z) est inversible et déterminer f(z)~!.

b) En déduire que tout morphisme de corps est injectif.

Exercice 35 [00133] [correction]
a) Montrer que si p est premier alors

p

b) En déduire que si K est un corps de caractéristique p # 0 alors

Va,b €K, (a+b)P =aP + VP

Idéaux

Exercice 36 [00134] [correction)]
Quels sont les idéaux d’un corps K ?

Exercice 37 [00135] [correction]
L’ensemble

P
]D)—_{—; Z, }
10“])6 neN

des nombres décimaux est évidemment un sous-anneau de (Q, 4, x).

Montrer que les idéaux de D sont principaux (c’est-a-dire de la forme al) avec
a D).

Exercice 38 [00136] [correction)]

[Nilradical d’un anneau]

On appelle nilradical d’'un anneau commutatif (A4, +, x) ensemble N formé des
éléments nilpotents de A i.e. des z € A tels qu’il existe n € N* vérifiant " = 0.
Montrer que N est un idéal de A.

Exercice 39 [00137] [correction]

[Radical d’un idéal]

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A. On note R(I) 'ensemble des éléments
x de A pour lesquels il existe un entier n non nul tel que z™ € I.

a) Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.

b) Montrer que si I et J sont deux idéaux alors

R(INJ)=R(I)NR(J)

¢) On suppose que A = Z. Montrer que l’ensemble des entiers n non nuls tels que
R(nZ) = nZ est exactement I'ensemble des entiers sans facteurs carrés.

Exercice 40 [00138] [correction]

Soient A un anneau commutatif et e un élément idempotent de A (i.e. €2 = e).
a) Montrer que J = {z € A/xe = 0} est un idéal de A.

b) On note I = Ae idéal principal engendré par e. Déterminer I + J et I N J.
c¢) Etablir que pour tout idéal K de A : (KNI)+ (KNJ)=K.
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Exercice 41 [o0140] [correction]
[Idéaux premiers]
Un idéal I d’un anneau commutatif (A, 4+, x) est dit premier si, et seulement si,

Ve,ye Ajzye Il =>axc€louyel

a) Donner un exemple d’idéal premier dans Z.

b) Soit P € K [X] un polynéme irréductible. Montrer que P.K [X] est premier.

¢) Soient J et K deux idéaux de A. Montrer que JNK =1= (J=Iou K =1I).
d) Soit (A, +, x) un anneau commutatif dont tout idéal est premier. Etablir que
A est inteégre puis que A est un corps.

Exercice 42 [oo0141 ] [correction]
[Z est noethérien]

Montrer que tout suite croissante (pour 'inclusion) d’idéaux de Z est stationnaire.

Ce résultat se généralise-t-il aux idéaux de K [X] 7.

Exercice 43 Centrale MP [ 02367 [correction]

Soit A un sous-anneau de Q.

a) Soit p un entier et ¢ un entier strictement positif premier avec p. Montrer que
si p/q € A alors 1/q € A.

b) Soit I un idéal de A autre que {0}. Montrer qu’il existe n € N* tel que
INZ=nZet qu'alors I = nA.

¢) Soit p un nombre premier. On pose

Zp={a/bja € Z,b e N, pAb=1}

Montrer que si z € Q* alors x ou 1/x appartient a Z,,.

d) On suppose ici que x ou 1/x appartient & A pour tout z € Q*. On note T
I’ensemble des éléments non inversibles de A.

Montrer que I inclut tous les idéaux stricts de A. En déduire que A = Q ou
A = Z, pour un certain nombre premier p.

Exercice 44 Mines-Ponts MP [ 02661 ] [correction]

Soit p un nombre premier. On note Z, l'ensemble des a/b ol (a,b) € Z x N* et p
ne divise pas b. On note J, 'ensemble des a/b ou (a,b) € Z x N*, p divise a et p
ne divise pas b.

a) Montrer que Z, est un sous-anneau de Q.

b) Montrer que J, est un idéal de Z, et que tout idéal de Z, autre que Z, est
inclus dans Jp,.

c¢) Déterminer les idéaux de Z,.

Exercice 45 [02450] [correction]
Soit A un sous-anneau d’un corps K.

On suppose :
Vre K\{0},z€ Aouz"'ecA

et on forme I ’ensemble des éléments de I’anneau A non inversibles.

a) Montrer que I est un idéal de A.
b) Montrer que tout idéal de A autre que A est inclus dans I.

Classe de congruence

Exercice 46 [00142] [correction)]
Résoudre les équations suivantes :
a) 3x +5 =0 dans Z/10Z

b) #? =1 dans Z/8Z

¢) 22 + 2z + 2 = 0 dans Z/5Z.

Exercice 47 [00143] [correction)]
Résoudre les systemes suivants :

b {39652 [5]

5:=1 [6]
r+y=4 [11]
N wy=10 [11]

Exercice 48 [00144] [correction)]
[Petit théoréme de Fermat]
Soit p un nombre premier. Montrer que Va € (Z/pZ)*,a?~! = 1.

Exercice 49 [o00145] [correction]
Soit p un nombre premier et k un entier premier avec p — 1.

Montrer que l'application ¢ : Z/pZ — Z/pZ définie par ¢(x) = z* est bijective.
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Exercice 50 [00146] [correction]

Soit p un entier premier. Montrer que Y. " est égal & 0 ou —1.
TE€L/PL

Exercice 51 [o00147] [correction]
Déterminer les morphismes de groupes entre (Z/nZ,+) et (Z/mZ,+).

Exercice 52 [00148] [correction]

[Théoréme de Wilson]

Soit p un nombre premier supérieur a 2.

a) Quels sont les éléments de Z/pZ qui égaux a leurs inverses ?

b) En déduire que p | (p — 1)! + 1.

¢) Montrer que si n > 2 est tel que n | (n — 1)! 4+ 1 alors n est premier.

Exercice 53 [00149] [correction]

Soit p un nombre premier supérieur a 3.

a) Quel est le nombre de carré dans Z/pZ?

b) On suppose p =1 [4]. En calculant de deux fagons (p — 1)!, justifier que —1
est un carré dans Z/pZ.

¢) On suppose p =3  [4]. Montrer que —1 n’est pas un carré dans Z/pZ.

Exercice 54 Centrale MP [ 02364 ] [correction]
Soit un entier n > 2. Combien Z/nZ admet-il de sous-groupes ?

Exercice 55 Mines-Ponts MP [ 02649 ] [correction]
Soit (G, .) un groupe fini tel que

Vge G, ¢ =e

ou e est le neutre de G. On suppose G non réduit a {e}.
Montrer qu'’il existe n € N* tel que G est isomorphe & ((Z/2Z)",+).

Exercice 56 Mines-Ponts MP [ 02655 ] [correction]
Combien y a-t-il d’éléments inversibles dans Z/78Z?

Exercice 57 Mines-Ponts MP [ 02660 ] [correction]
Si p est un nombre premier, quel est le nombre de carrés dans Z/pZ?

Exercice 58 [03218] [correction)]
Soit p un nombre premier. Calculer

p P
S ket SR

k=1 k=1

Indicatrice d’Euler

Exercice 59 [o00151] [correction)]

Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles dans (Z/nZ, x).

a) Calculer ¢(p) et ¢(p*) pour p premier et o € N*.

b) Soient m et n premiers entre eux.

On considére V'application f : Z/mnZ — Z/nZ x Z/mZ définie par f(Z) = (&,%).
Montrer que f est bien définie et réalise un isomorphisme d’anneaux.

¢) En déduire que p(mn) = o(m)p(n).

d) Exprimer ¢(n) selon la décomposition primaire de n.

Exercice 60 [00152] [correction]
Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles dans (Z/nZ, x).
Montrer que

Va € (Z/nZ)*,a¥™ =1

Exercice 61 [00153] [correction)]

Pour n € N*, on note ¢(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ,+).

a) Montrer que si H est un sous-groupe de (Z/nZ,+), il existe a divisant n
vérifiant H =< a >.

b) Observer que si d | n il existe un unique sous-groupe de (Z/nZ,+) d’ordre d.
c) Justifier que si d | n le sous-groupe de (Z/nZ,+) posséde exactement ¢(d)
élément d’ordre d.

d) Montrer que ¥n € N*, > o(d) = n.
dln
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Arithmétique

Exercice 62 [o00155] [correction]
Soit A un ensemble de n 4+ 1 > 2 entiers distincts tous inférieurs ou égaux a 2n.
Montrer qu’il existe deux éléments de A tels que 'un divise 'autre.

Exercice 63 Centrale MP [ 02358 ] [correction]

Pour n € N*, on désigne par N le nombre de diviseurs positifs de n et par P leur
produit.

Relation entre n, N et P?

Exercice 64 Centrale MP [ 02359 ] [correction]
Soit A la somme des chiffres de 4444%*4**. B celle de A et enfin C celle de B. Que
vaut C'?

Exercice 65 Centrale MP [o02361] [correction]

Soit P € Z[X] et a,b deux entiers relatifs avec b > 0 et v/b irrationnel.

a) Exemple : montrer que v/6 est irrationnel.

b) Quelle est la forme de (a + vb)" ?

¢) Montrer que si a + Vb est racine de P alors a — /b aussi.

d) On suppose que a + Vb est racine double de P. Montrer que P = RQ? avec R
et @ dans Z[X].

Exercice 66 Centrale MP [ 02369 ] [correction]
On suppose que n est un entier > 2 tel que 2 — 1 est premier.
Montrer que n est premier.

Exercice 67 Centrale MP [02370] [correction]

On note P I'ensemble des nombres premiers. Pour tout entier n > 0, on note
vp(n) Pexposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers. On note
|z] la partie entiere de . On note 7(z) le nombre de nombres premiers au plus
égaux a x.

a) Montrer que vy,(n!) = Y L,%J
k=1

In(2n) J

[1 pL TP

2n
b) Montrer que divise
n pEP;p<2n

2n
c¢) Montrer que ) < (2n)7),
n

d) Montrer que % = O(w(x)) quand z — +00

Inz

Exercice 68 Mines-Ponts MP [ 02654 ] [correction]
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n + 3.

Exercice 69 Mines-Ponts MP [ 02656 ] [correction]
Soit des entiers @ > 1 et n > 0. Montrer que si a” + 1 est premier alors n est une
puissance de 2.

Exercice 70 Mines-Ponts MP [ 02657 ] [correction]

Soit, pour n € N, F,, = 22" +1.

a) Montrer, si (n,m) € N? avec n # m, que F,, A F,,, = 1.

b) Retrouver a laide du a) le fait que 'ensemble des nombres premiers est infini.

Exercice 71 Mines-Ponts MP [ 02658 ] [correction]
a) Pour (a,n) € Z x N* avec a An = 1, montrer que a¥™ =1 [n].

b) Pour p premier et k € {1,...,p — 1}, montrer que p divise (:)

¢) Soit (a,n) € (N*)2. On suppose que a"~! =1
divisant n — 1 et différent de n — 1, on a a® # 1

[n]. On suppose que pour tout
[n]. Montrer que n est premier.

Dénombrement

Exercice 72 Centrale MP [ 02357 ] [correction]

Soit E un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence sur FE ayant k
classes d’équivalence et G = {(az, y) € E?/ a?Ry} le graphe de R supposé de
cardinal p. Prouver qu’on a n? < kp.

Exercice 73 Centrale MP [ 02362 ] [correction)]
Soit F un ensemble fini de cardinal n. Calculer :

> CardX, > Card(XNY)et » Card(XUY)

XCE X,YCE X,YCE
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Les relations S et T sont clairement réflexives et symétriques.

Soit z,y,z € E.

Supposons xSy et ySz.

On a alors xRy et yRz donc xRz et aussi yRx et zRy donc zRx puis zSz.

Le raisonnement n’est plus valable avec T et on peut présumer que 7 ne sera pas
une relation d’équivalence.

Prenons pour R la relation divise définie sur N*. On a 2 | 6 et 3 | 6 donc 276 et
673 or 2 3.

Ici la relation 7 n’est pas transitive.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Ras

b)Y € Cl(X) &Y UA=XUA.

Soit Y €e CI(X).OnaYUA=XUA
VeeY\Aomaz e YUA=XUAet z ¢ Adonczxe X\A. Ainsi Y\A C X\A et
inversement X\ A C Y\ A donc X\A =Y \A.

Puisque Y = (Y\A)U(Y NA)onaY = (X\A)UB avec B € p(A).

Inversement soit Y = (X\A) U B avec B € p(A).
OnaYUA=(X\A)U(BUA)=(XNA)UA=XUA.

Finalement C1(X) = {(X\A)UB/B € p(A)}.

Exercice 3 : [énoncé]

a) foldg =Idg o f donc fRf.

Si fRg alors dp € G(F) telle que f o ¢ = ¢ o g mais alors g o ¢~
gRf.

Si fRg et gRh alors Jp, 1) € S(E) telles que fop =poget gow =1 oh donc
fob=0ohavec=por) € S(E). Ainsi fRh.

b) g € Cl(f) & Jp € S(E) telle que g = oo fop.

Finalement CI(f) = {¢ ™' o fop/p € &(E)}.

L= ¢~to f donc

Exercice 4 : [énoncé]

S est réflexive, symétrique et transitive sans difficultés.

On définit Cl(z) < Cl(y) < zRy. La relation < est bien définie, réflexive
transitive.

Si Cl(z) = Cl(y) et Cl(y) < Cl(x) alors Sy donc Cl(z) = Cl(y).

Exercice 5 : [énoncé]
Soit z € G. On a xRz car xz~ ' =1 € H.
Soient z,y € G. Si Ry alors zy~* € H et donc yx~! € H d’on yRu.
Soient z,y,2 € G. Si tRy et yRz alors zy ' € Het yz—! € H donc 227! €¢ H
d’ou xRz.
Finalement R est une relation d’équivalence.
Soit a € G.
r€Cl(a) & rRaszat € H

donc
Cl(a) = Ha = {ha/h € H}

Exercice 6 : [énoncé]
Considérons la relation binaire R sur G définie par

nRy2 & Jr € G,oy1 = Y21

Il est immédiat de vérifier que R est une relation d’équivalence sur G. Les classes
d’équivalence de R forment donc une partition de G ce qui permet d’affirmer que
le cardinal de G est la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R.
Une classe d’équivalence d’un élément y est réduite a un singleton si, et seulement
si,

Vr € G,y = yr
i.e.

y € Z(G)

En dénombrant G en fonction des classes d’équivalence de R et en isolant parmi
celles-ci celles qui sont réduites a un singleton on a

CardG = CardZ(G) + N

avec N la somme des cardinaux des classes d’équivalence de R qui ne sont pas
réduites & un singleton.

Pour poursuivre, montrons maintenant que le cardinal d’une classe d’équivalence
de la relation R divise le cardinal de G.

Considérons une classe d’équivalence {yi,...,y,} pour la relation R et notons

Hi ={z € G/ay, = yix}
Pour i € {1,...,n}, puisque y; Ry;, il existe z; € G tel que

TiY1r = YiZy
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Considérons alors I'application ¢ : Hy — H; définie par
p(r) = x5x

On vérifie que cette application est bien définie et qu’elle est bijective.
On en déduit
CardH; =...=CardH,, =n

et puisque G est la réunion disjointes des Hy, ..., Hy,
CardG = mn = p°

Ainsi toutes les classes d’équivalences qui ne sont pas réduites a 1 élément ont un
cardinal multiple de p et donc p | N.
Puisque p divise CardG = CardZ(G) + N, on a

p | CardZ(QG)
Sachant Z(G) # 0 (car 1 € Z(G)) on peut affirmer

CardZ(G) 2 p

Exercice 7 : [énoncé]
Non. {(z,z)/x € Z} est un sous-groupe de (Z?, +) n’est pas produit de deux
sous-groupes.

Exercice 8 : [énoncé]

Si HC K ou K C H alors HUK = K (resp. H) et donc HU K est un
sous-groupe de (G, *)

Inversement, supposons que H U K est un sous groupe et que H ¢ K. Il existe
alors h € H tel que h ¢ K.

Pour tout k € K,ona k x h € HUK car HU K est stable.
SikxheKalorsh=k™!x (k*h)€ K ce qui est exclu.

Il reste kxh € H qui donne k = (k x h) x h™' € H. Ainsi K C H.

Ainsi si H U K est un sous-groupe alors H C K ou K C H.

Exercice 9 : [énoncé]

Notons T I’ensemble des éléments de torsion d’un groupe abélien (G, x). T C G,
e€T,siz,yeT avec 2™ = y™ = e alors (z %y~ 1)™" = ™" % y~™" = ¢ donc
rzxy terl.

Exercice 10 : [énoncé]
a) Puisque a est inversible, a est régulier ce qui fournit l'injectivité de
Iapplication z — a * x.
Un argument de cardinalité finie donne la bijectivité de 'application.

b) Par permutation [[ = [] axz =a"* [] = donc a™ =e.
zeG zeG zeG

Exercice 11 : [énoncé]

a) L’application f: H — oH définie par f(z) = az est bijective.

b) Si aH NbH # () alors b~'a € H et alors puisque az = bb~'az on a aH C bH.
Par symétrie aH = bH.

¢) Notons k le nombre d’ensembles aH deux & deux distincts. La réunion de
ceux-ci est égale a G donc par cardinalité CardG = kCardH d’ou CardH | CardG.
d) < z > est un sous-groupe de (G, .) de cardinal égal & l'ordre de 1’élément x.

Exercice 12 : [énoncé]

Soient ¢ un tel morphisme et 7 la transposition qui échange 1 et 2. On a 72 =Id
donc ¢(1)? =1 d’ott (1) =1 ou —1. Soit 7/ = ( i j ) une transposition
quelconque de &,,. Il existe une permutation o € &, telle que 7/ =coToo ! et
alors ¢(7') = ¢(7). Sachant enfin que tout élément de &,, est produit de
transpositions on peut conclure :

Si p(7) =1 alors ¢ : 0 — 1. Si (1) = —1 alors ¢ = ¢ (morphisme signature).

Exercice 13 : [énoncé]

a)YoTox = ( 2 3 ), x2oTtox 2= ( 3 4 ), etc.

Les transpositions de la forme ( i 1+1 ) appartiennent au sous-groupe
engendré par x et 7. Or pour 1 < ¢ < j < n, on observe

(i j)=(i i+1)o...o(j—1 j)o...o(i i+1)

donc toutes les transpositions appartiennent au sous-groupe engendré par x et 7.
Sachant que toute permutation est produit de transposition, on peut conclure que
{x, 7} engendre le groupe (&,, o).

b) Le groupe (&, 0) n’étant pas commutatif (n > 3), il n’est pas monogene.

Exercice 14 : [énoncé]
H C 8,,1d € H. Remarquons, Vk € {1,...,n}, o(k) =n+1—0o(n+1—k).
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Vo,0' € H,
(c'oo)(k)=0'(c(k)=n+1—-0c'(n+1—0c(k))=n+1—0c"oo(n+1—k) donc
o'ooceH.

Vo € H. Posons { =07 !(k). Onao(n+1—4¢)=n+1—0() =n+1—k donc
o tn+1—k)=n+1—Lpuiso Y k)+ot(n+1—k)=L+(n+1—0)=n+1.

Exercice 15 : [énoncé]
Non, I’équation 22 = 1 admet deux solutions dans (Q*, x) alors que I'équation
analogue dans (Q, +), & savoir 2z = 0, n’admet qu’une solution.

Exercice 16 : [énoncé]

Notons, pour n = 6 que (S3,0) est un groupe non commutatif & 6 éléments.
Un groupe a n = 1 élément est évidemment commutatif.

Pour n = 2,3 ou 5, les éléments d’un groupe a n éléments vérifient " = e.
Puisque n est premier, un élément autre que e de ce groupe est un élément
d’ordre n et le groupe est donc cyclique donc commutatif.

Pour n =4, §’il y a un élément d’ordre 4 dans le groupe, celui-ci est cyclique.
Sinon, tous les éléments du groupe vérifient 22 = e. Il est alors classique de
justifier que le groupe est commutatif.

Exercice 17 : [énoncé]

Notons H = {z +yV3/z € N,y € Z,z* — 3y> = 1}.

Pourac€ H,a=x+yV3 avecz €N, y € et 22 — 3y?> = 1. On a donc
z=+/143y? > /3|y| puis a > 0. Ainsi H C R

1 € H car on peut écrire 1 =1+ 0v/3 avec 12 — 3.02 = 1.

Pour a € H, on a avec des notations immédiates, % =z —y\V3 avec x € N,

—y €Zet 2?2 —3(—y)? = 1. Ainsi 1/a € H.

Pour a,b € H et avec des notations immédiates, ab = za’ + 3yy’ + (xy’ + 2'y)V/3
avec xx’ + 3yy' € Z, 2y +xy' € Z et (xz’ + 3yy’)? — 3(xy’ + 2'y)? = 1. Enfin
puisque = > v/3 |y| et ' > /3 |y/|, on a zz’ + 3yy’ > 0 et finalement ab € H.

Exercice 18 : [énoncé]

a) Pouri#j€{2,...,n}, (4,7) = (1,9) o (1,7) o (1, 5).

Toute transposition appartient & (to,t3,...,t,) et puisque celles-ci engendrent S,,,
Sy o= (ta, tg, ... tn).

b) Si s = (i, 7), us est la réflexion par rapport a ’hyperplan de vecteur normal

€; — €j.

c) Si s est le produit de p transpositions alors ker ug contient l'intersection de p
hyperplans. Ici ker u; = {0} donc p > n — 1.
d)n-—1.

Exercice 19 : [énoncé]

Supposons AH = H.Va € A,a=ae € AH = H donc A C H.

Supposons A C H. Pour x € AH, x = ah avec a € A, h € H. Or a,h € H donc
x =ah € H. Ainsi AH C H. Inversement, pour a € A (il en existe car A # () et
pour tout h € H, h = a(a='h) avec a=*h € H donc h € AH. Ainsi H C AH puis

Exercice 20 : [énoncé]
a) Soit H un tel groupe. Nécessairement H # {0} ce qui permet d’introduire

a=inf{h>0/he€ H}

Si a # 0, on montre que a € H puis par division euclidienne que tout € H est
multiple de a. Ainsi H = aZ ce qui est exclu. Il reste a = 0 et alors pour tout
e >0, il existe « € HNJ0,¢]. On a alors oZ C H et donc pour tout z € R, il
existe h € aZ C H vérifiant |x — h| < a < e. Ainsi H est dense dans R.
b) Soit 2 € R\Q. Pour N € N*, considérons 'application f:{0,...,N} — [0,1]
définie par f(kxz) = kax — |kz]. Puisque les N 4 1 valeurs prises par f sont dans
les N intervalles [i/N, (i + 1)/N] (avec i € {0,..., N — 1}), il existe au moins
deux valeurs prises dans le méme intervalle. Ainsi, il existe k¥ < &' € {0,..., N} tel
que |f(k") — f(k)] < 1/N. En posant p = |k'x| — |kz| € Z et
g=k—-ke{l,...,N},ona|qr—p| <1/N et donc

P 1 1
! q’ SNe T @

En faisant varier N, on peut construire des couples (p, ¢) distincts et donc affirmer
qu’il existe une infinité de couple (p, q) € Z x N* vérifiant

¢) Puisque 7 est irrationnel, il existe une suite de rationnels p, /¢, vérifiant

1
< —

q

qn

avec ¢ — +00.
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On a alors

1

Dn SN pp,

1 1 1 g 1

: S
Pn S111 (pn - qnﬂ-) |pn| |pn - Qnﬂ'l Pn m

lup, | =

Ainsi la suite (u,) ne tend pas vers 0.
{|sinn| /n € N} = {|sin(n + 2kn)| /n € Z,k € Z} = |sin (Z + 27Z)|

Puisque le sous-groupe H = Z + 27Z, n’est pas monogene (car 7 irrationnel), H
est dense dans R et par lapplication [sin(.)| qui est une surjection continue de R
sur [0, 1], on peut affirmer que {|sinn|/n € N} est dense dans [0, 1].

En particulier, il existe une infinité de n tel que [sinn| > 1/2 et pour ceux-ci
|un| < 2/n.

Ainsi, il existe une suite extraite de (u,) convergeant vers 0.

Au final, la suite (u,,) diverge.

Exercice 21 : [énoncé]
a) On définit les matrices S et T puis on calcule R

S:=matrix(2,2,[-1,0,0,11);
T:=matrix(2,2,[-1,1,1,1])/sqrt(2);

R:=evalm(S&x*T) ;
1 1 -1
n=0s(h )

La matrice R est la matrice d’'une rotation d’angle /4 et donc vérifie R® = I5.
On en déduit

On obtient

(R)y={I,,R,R* ...,R"}

groupe cyclique de cardinal 8.
On peut visualiser les éléments de (R) en écrivant

seq(evalm(R&"k) ,k=0..7);

On calculer SR et R”S

evalm(S&*R) ;

evalm(R™7&*S) ;

On constate
SR=R'S=T

b) Considérons
H=(R)U(R)S

H est évidemment une partie de G contenant S et T

On établit aisément SR* = RS pour tout ¢ € Z.

On en déduit alors que H est stable par produit.

On en déduit aussi que H est stable par passage a 'inverse car

(R*S)™' = S'R™" =SR™"=R™5

Ainsi H est un sous-groupe inclus dans G contenant S et T'. Or G est le plus petit
sous-groupe contenant S et 7" donc G = H.

Il y a 8 éléments dans (R), I'application M — M S étant injective, il y aussi 8
éléments dans (R) S. Enfin les éléments (R) sont distincts de ceux de (R) S car de
déterminants distincts.

On en déduit

G={L,R R ...,R"}U{S,RS,R*S,...,R"S}

de cardinal n = 16.
La séquence de tous les éléments de G est

seq(evalm(R&7k) ,k=0..7) ,seq(evalm(R&"k&*S) ,k=0..7);

Les endomorphismes canoniquement associés aux éléments R* sont des rotations,
plus précisément, les rotations d’angles kw /4.

Les endomorphisme canoniquement associés aux éléments R*S sont des réflexions.
L’axe de réflexion s’obtient en recherchant un vecteur propre associé a la valeur
propre 1.

c¢) On obtient la séquence des images respectives de la séquence précédente
donnant les éléments de G en écrivant

seq(evalm(S&*R&"k) ,k=0..7) ,seq(evalm(S&*R&"k&*S) ,k=0..7);
La permutation de {1,2,...,16} correspondante est

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
9 16 15 14 13 12 11 10 1 8 7 6 &5 4 3 2

Le nombre d’inversion de celle-ci est

8+ (144+13+12+114+104+9+8)+0+(6+5+4+3+2+140)
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soit encore et on vérifie bien ’associativité de la loi x.
1+24---+14)+1 =106 On remarque que
( que q

La permutation considérée est donc paire, i.e. de signature 1. BrM=MxB=M

On peut aussi tenter, un calcul direct avec Maple donc B est élément neutre de la loi *.
On définit la liste des éléments de G. Enfin si gy # 0 alors pour
T = —%0/Yo
. ) k= - - ) y1 = 1/yo

L:=[seq(evalm(R&"k) ,k=0..7) ,seq(evalm(R&"k&*S) ,k=0..7)]:

on observe
On définit la procédure donnant I'indice d’un élément de G Mox My =My xMy=B
indice:=proc (M) et donc on peut affirmer que My est inversible d’inverse M;.
local k; c) On a
global L; Yn = Yn—1Yn—2
for k from 1 to 16 do et on peut donc affirmer qu’il est possible d’écrire y,, sous la forme
if equal(M,L[k]) then RETURN(k) fi

n,,bn

od Yn = Yo" Y1
end:

avec
Enfin on calcule la signature par la formule { ay=1,a1 =0,ap, =@pn_1+ an_o

U(j) _ O'(i) bo =0,b1 = 1,0, = bp—1 + bp2
5(0):Hf L it t (b t 1é te linéaires d’ordre 2 d’équati
ol es suites (ay,) et (b,) sont récurrente linéaires d’ordre équation

caractéristique 2 = r 4+ 1 de racines

ce qui se traduit
IR S G

product (’product (’ (indice(M[jl)-indice (M[i]))/(j-1)’,j=i+1..16)’,i=1..15); =Ty T

On obtient apres calculs
Exercice 22 : [énoncé] o r P pn

Gp = i+ r et b, = 2—2L
a) On a S TR S R
1- 14+yo(z1 —1
P, Y ot 0y Yo(z1 — 1)
Yo Yoy1

Exercice 23 : [énoncé]
(en considérant que les cas singuliers sont les prolongements du cas général) Notons K le complémentaire de H dans G et montrons (K) = G.
On en déduit On a évidemment (K) C G.

Ty = To + YoT1 Inversement, on a K C (K) et il suffit d’établir H C (K) pour conclure.
Yo = YoU1 Puisque H est un sous-groupe strict de G, son complémentaire K est non vide et

donc il existe a € K.
Pour xz € H, I'élément a *  ne peut appartenir & H car sinon a = (ax x) x
serait élément du sous-groupe H. On en déduit que a xx € K et donc

b) Avec des notations immédiates -1

To + yo(r1 + y172)
Yo(y192) r=a'x(axx) € (K)

(xo + yox1) + (Yoy1)z2

(MO * Ml) * M2
(Yoy1)y2

et MO * (M1 * Mg)
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Ainsi
G=HUK C (K)

et on peut conclure (K) = G.

Exercice 24 : [énoncé]

Posons d = pged(p, ¢). On peut écrire d = pu + qu avec u,v € Z, p=dp’, g = dq’
avec P A¢' =1etm=dp'q.

Considérons 1’élément = = ab™" € G.

Puisque a™ = b™ = e, on vérifie immédiatement que ™ = e.

Inversement, supposons " = e.

On a a’" = b"".

Or a"" est un élément d’ordre divisant p et b"" est un élément d’ordre divisant g
donc a¥" = b¥" est un élément d’ordre divisant d = pged(p, ¢). Ainsi

vrd _ bu?'d —

a e

On en déduit que, d’une part, p divise vrd et donc m = pq’ divise vrdq’ = vrq et
que, d’autre part m = gp’ divise urp. On peut alors affirmer que m divise

urqg +urp =r

Finalement x est un élément d’ordre m.

Notons que ce résultat permet d’établir que dans un groupe abélien fini il existe
un élément dont ’ordre est multiple de 'ordre de tous les éléments du groupe.

Exercice 25 : [énoncé]

a) L’ensemble des n € N* est une partie non vide (car a®*4¢ = ¢ € H) de N, elle
possede donc un plus petit élément.

b) Posons b = a™. Puisque b appartient au sous-groupe H, < b >C H.
Considérons ensuite z € H. Il existe p € Z tel que « = aP. Soit r le reste de la
division euclidienne de p par n : p = nqg + r avec 0 < r < n. Comme

a" =aP™™ = xb" 7 on a a” € H et par définition de n, on obtient r = 0. Par suite
x=a"" =b% et donc z €< b >. Ainsi H =< b > est cyclique.

Exercice 26 : [énoncé]

Par isomorphisme, on peut supposer que G = Z/nZ ce qui rend les choses plus
concretes.

Soient d € N* un diviseur de n et d’ son complément & n : d' = n/d.

H=<d >= {O,(i’, 2d', ..., (d — 1)6]’} est un sous-groupe de Z/nZ & d éléments.
Inversement, considérons un sous-groupe H a d éléments.

Pour tout # de H, on a dZ = 0 car I'ordre d'un élément divise celui du groupe.
Par suite n | dz puis d’ | z ce qui donne T € {O,J’,Z(Z’, R 1)(2’}.

Ainsi H c {0, d,2d,... (d— 1)&’} puis I'égalité par cardinalité.

Exercice 27 : [énoncé]

a) (h,k)" =1pgxx < plnetq|ndonc (h k) est un élément d’ordre ppem(p, q).
b) Posons p et ¢ les ordres de H et K.

Supposons p et g premiers entre eux.

Si h et k sont générateurs de H et K alors (h, k) est un élément d’ordre
ppem(p, ) = pg de H x K.

Or CardH x K = pqg donc H x K est cyclique.

Inversement, supposons H x K cyclique.

Si (h, k) est générateur de H x K alors h et k sont respectivement générateurs de
Het K.

On en déduit que h est un élément d’ordre p, k d’ordre ¢ et puisque (h, k) est
d’ordre ppem(p, ) et pg, on conclut que p et ¢ sont premiers entre eux.

Exercice 28 : [énoncé]
a) G, C C*, 1 € Gy, pour z € G, il existe k € N tel que 2P =1 et alors
(1/z)pk =1donc 1/z € G,,.

Si de plus 2’ € G, il existe k' € N vérifiant 2’ et alors
K’ k
’ P 7\ P
(zz’)ka = (zpk) (z’pk ) =1 donc 27’ € G,,.

b) Notons Uy = {z € C/zpk = 1}.

Soit H un sous-groupe de G, différent de G,.

S’il existe une infinité de k € N vérifiant Upe C H alors H = G, car G, est la
réunion croissante de U,x.

Ceci étant exclu, on peut introduire le plus grand k € N vérifiant U,» C H.

Pour £ > k, tous les Uy, \Upr engendrent au moins Upkr1, or Upkt1r ¢ H

doncH C Uyr puis H = U,k

H est donc un sous-groupe cyclique et ne peut étre maximal pour I'inclusion car
inclus dans le sous-groupe propre Uk+1.

¢) Si G, pouvait étre engendré par un systéme fini d’éléments, il existerait k € N
tel que ses éléments sont tous racines pFéme de I'unité et alors Gp C Upr ce qui
est absurde.

Exercice 29 : [énoncé]

Posons j = f(i). On a j2 = f(i)? = f(i®) = f(—1) = —f(1) = —1 donc j = +i.
Si j =i alors Va,b € R, f(a+ib) = f(a) + f(i)f(b) = a +ib donc f = Idc.
Si j = —i alors Va,b € R, f(a+1ib) = f(a) + f(4)f(b) =a —ib donc f: 2z Z.
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Exercice 30 : [énoncé]
E,(z—1)=1

Vf,9€ F(X,R), Ea(f +9) = (f +9)
Ea(fg) = (f9)(a) = f(a)g(a) = Ea(f)Ea(g)

d’anneaux.

a) +g(a) = Ea(f) + Ea(g) et
onc F, est un morphisme

S
~

I
=
Q.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Ay C Z? et 172 = (1, 1) € Ay

Pour ($,y)7 (xlvyl> € Ag, (z,y) — (.T/,y/) = (z - a'y — y/) avec

a1 (y—y) - (2 - 2') done (zy) — (&', y) € Aa

Aussi (z,y)(2',y) = (z2,yy’) avec d | (yy' — z2') = (y — 2)y’ + z(y' — 2’) donc
(x,y)(2,y") € Aqg.

b) H#Dcar0€ H et Vo,y € H,z —y € H car (x —y,0) = (,0) — (y,0) € A.
¢) H sous groupe de (Z,+) donc il existe d € N tel que

H=dZ

Pour tout (z,y) € A, on a (z,y) — (y,y) = (z —y,0) € A car
(y,y) €< (1,1) >C A. Par suite z — y € dZ.
Inversement, si x — y € dZ alors (x — y,0) € A puis
(z,y) =(z—y,0)+y.(1,1) € A
Ainsi
(r,y) e Az —yedZ

et donc alors
A={(z,y) e Z?/d| (y—x)} = Ag

Exercice 32 : [énoncé]

1l s’agit ici de montrer que tout a € A, tel que a # 0, est inversible.
L’application x — ax est une injection de A vers A car A est intégre, I’élément a
est régulier.

Puisque A est fini, cette application est bijective et il existe donc b € A tel que
ab=1.

Ainsi a est inversible.

Exercice 33 : [énoncé]

En regroupant chaque x avec son inverse, lorsqu’ils sont distincts, on simplifie
[[ 2= I

reK* r€K*,z=x—1

Que celles-ci soient ou non distinctes, on obtient [[ = = —1.
zeK*

x. Or z = 27! équivaut & 22 = 1 et a pour solutions 1 et —1.

Exercice 34 : [énoncé]

a) Pour x € K\ {0}, f(x).f(x7!) = f(x.a™!) = f(1x) = 11 donc f(x) est
inversible et f(z)~! = f(z™1).

b) Si f(x) = f(y) alors f(x) — f(y) = f(x —y) = 0r. Or 01, n’est pas inversible
donc z —y =0k ie. x =y.

Ainsi f est morphisme injectif.

Exercice 35 : [énoncé]

-1
a) (Z) :£<Z_1> doncpk(i)_Orp/\k;:lcarpestpremieret
p
ke{l,...,p—1} doncp| <k>

P
b) Par la formule du binéme, (a + b)P = > Z akor=k,
k=0

Or pour k € {1,...,p— 1}, (Z) =0 dans K car p | (i) et K est de

caractéristique p.
Apres simplification, on obtient Va,b € K, (a 4+ b)P = aP 4 bP.

Exercice 36 : [énoncé]

Soit I un idéal d’un corps K. Si I # {0} alors I contient un élément z non nul.
Puisquer € et x ' € Konal=zx ' €I puispourtout yc K,y=1xye€ I
et finalement I = K. Les idéaux de K sont donc {0} et K.

Exercice 37 : [énoncé]

Soit I un idéal de D. I NZ est un sous-groupe de (Z,+) donc il existe a € Z
vérifiant I N7Z = aZ.

Puisque a € I, on a aD C I.

Inversement, soit € I. On peut écrire z = % avec p € Z et n € N.

On a alors 10"z € I par absorption donc p € INZ. On en déduit a | p puis « € aD.

Finalement I = aD

Exercice 38 : [énoncé]
N CA,0€ N donc N # (). Pour x,y € N, il existe n,m € N* tel que
" =y"m =0.
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Par la formule du binéme,

n+m-—1
(& + )"+t = Z <” +m-= 1) ghyrtm—1-k

k=0 k
Pour k£ > n, k=0 et pour k < n —1, y"+m_1_k = 0. Dans les deux cas
xhyntm=1=k — 0 et donc (z + y)"*™ ! = 0. Par suite z +y € N.
Enfin pour a € Aet x € N, ax € N car (azx)"™ = a"x".

Exercice 39 : [énoncé]

a) Par définition R(I) C A

0! =0 € I donc 0 € R(I).

Soient x,y € R(I), il existe n,m € N* tels que 2", y™ € I.
On a alors

Pour tout « € R(nZ), il existe k € N* tel que ¥ € nZ.

Tous les p1, ..., pm sont alors facteurs premiers de 2* donc de z et par conséquent
n divise x.

Finalement R(nZ) C nZ puis R(nZ) = nZ car l'autre inclusion est toujours vraie.

Exercice 40 : [énoncé]

a) sans difficultés.

b) Pour tout z € A, x = ze+ x(1 — e) avec ze € I et v — ze € J. Par suite
I+J=A

Si ze € J alors ze = ze? = 0 donc I N J = {0}.

¢) L’inclusion (K NI)+ (K NJ) C K est immédiate. L’inclusion réciproque
provient de lécriture © = ze + z(1 — e).

Exercice 41 : [énoncé]

it m—1 el o m—1
(z4y)"tm—t = Z ghyntm—1-k Z zFyntm=1=F ¢ I'a) Pour p € P, pZ est un idéal premier. En effet on sait que pZ est un idéal et en
k=n

k k

k=0
car les premiers termes de la somme sont dans I puisque y" T~ 17% € T et les
suivants le sont aussi car z* € I
donc z +y € R(I).
Soit de plus @ € A. On a (az)” = a™z™ € I donc azx € R(I).
Ainsi R(I) est un idéal de A.
Soit x € I, on a z* € I donc x € R(I).
b) Si x € R(INJ) alors il existe n € N* tel que 2™ € I N J.
On a alors 2™ € I donc = € R(I) et de méme z € R(J). Ainsi

R(INJ)C R(I)NR(J)

Soit x € R(I) N R(J). Il existe n,m € N* tel que z™ € I et 2™ € J.

Pour N = max(m,n), on a par absorption #%V € I et ¥ € J donc 2V € I'N J.

Ainsi € R(INJ) et on peut affirmer
R(INJ)D RUI)NR(J)

puis I’égalité.

c) Si n a un facteur carré d? avec d > 2.

Posons k € Z tel que n = d?k.

On a dk ¢ nZ et (dk)? = nk € nZ donc dk € R(nZ). Ainsi R(nZ) # nZ.

Si n n’a pas de facteurs carrés alors n s’écrit n = p1pa ... pn, avec p1,...,0m
nombres premiers deux a deux distincts.

vertu du lemme d’Euclide : 2y € pZ = = € pZ ou y € pZ.

b) Méme principe

¢) Supposons JNK = 1.

SiJ=1okSinon3Jae Jtelqueag¢I.Vbe K,abe JNK d'ottab € I puisb € I
car a ¢ I. Ainsi K C I. D’autre part I = JNK C K donc I = K.

d) I = {0} est un idéal premier donc zy =0 =z =0 ou y = 0.

Soit = € A tel que z # 0. 22 A est premier et 22 € 22A donc z € 22 A.

Ainsi 3y € A tel que x = 2%y et puisque x # 0, xy = 1.

Ainsi A est un corps.

Exercice 42 : [énoncé]

Une suite croissante (I,,) d’idéaux de Z se détermine par une suite d’entiers
naturels (a,) vérifiant I, = a,Z et anq1 | an. Si pour tout n € N, I,, = {0} alors
la suite (I,,) est stationnaire.

Sinon & partir d’un certain rang I,, # {0} et la relation a1 | @y entraine

an+1 < ap. La suite d’entiers naturels (a,) est décroissante et donc stationnaire. Il
en est de méme pour (I,,).

Ce résultat se généralise & K[X] en travaillant avec une suite de polynémes
unitaires (P,) vérifiant P41 | P, ce qui permet d’affirmer en cas de non nullité
deg P, +1 < deg P, puis (deg P,) stationnaire, puis encore (P,,) stationnaire et
enfin (I,,) stationnaire.
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Exercice 43 : [énoncé]
Notons qu’un sous-anneau de QQ possédant 1 contient nécessairement Z.
P

a) Par égalité de Bézout, on peut écrire pu + qv = 1 avec u,v € Z. Si ¢ € A alors

1
—:u£+v.1eA
q q

b) I NZ est un sous-groupe de (Z, +) donc il est de la forme nZ avec n € N.
Puisque I # {0}, il existe p/q € I non nul et par absorption, p = ¢.p/qg € INZ
avec p # 0. Par suite I NZ # {0} et donc n € N*.

Puisque n € I, on peut affirmer par absorption que nA C I.

Inversement, pour p/q € [ avec pAg=1onal/q€ Aetpé€nZdonc p/q € nA.
Ainsi I =nA.

¢) On peut vérifier que Z, est un sous-anneau de Q.

Pour z =a/be Q* avecaANb=1.Sip fbalorspAb=1et z € Z,. Sinon p | b et
donc p fa d’ot V'on tire 1/x € Z,,.

d) Soit J un idéal strict de A. J ne contient pas d’éléments inversibles de A car
sinon il devrait contenir 1 et donc étre égal a A.

Ainsi J est inclus dans I. De plus, on peut montrer que I est un idéal de A.
Eneffet I C Aet 0€ .

Soient a € A et x € I.

Casa=0:ax=0¢€l.

Cas a # 0 : Supposons (az)~! € A alors a~'z~! € A et donc

7t =a(a tz7t) € A ce qui est exclu. Ainsi, (ax)~! ¢ A et donc ax € I.

Soient x,y € I. Montrons que x +y € I.

Casx=0,y=0o0ux+y=0:cest immédiat.
Casx#0,y#0etx+y#0:0na(r+y) '(zr+y)=1donc

(z4+y) '(A+zly)=a et (z+y) " A+ay )=y ' (¥

Par ’hypothese de départ, I'un au moins des deux éléments 'y ou

xy~! = (z71y)~! appartient & A.

Par opérations dans A a I’aide des relations (*), si (z+y)~! € A alors 27! ou y
appartient & A ce qui est exclu. Ainsi (z +y)~! ¢ A et donc z +y € I.
Finalement [ est un idéal de A.

Par suite, il existe n € N, vérifiant [ = nA.

Sin =0 alors I = {0} et alors A = Q car pour tout z € Q*, z ou 1/x € A et dans
les deux cas x € A car I = {0}.

Sin =1 alors I = A ce qui est absurde car 1 € A est inversible.

Nécessairement n > 2. Si n = gr avec 2 < ¢, < n — 1 alors puisque 1/n ¢ A, au
moins 'un des éléments 1/q et 1/r ¢ A. Quitte & échanger, on peut supposer

1/q ¢ A. qA est alors un idéal strict de A donc ¢gA C I. Inversement I C ¢A
puisque n est multiple de g. Ainsi, si n n’est pas premier alors il existe un facteur

-1

non trivial ¢ de n tel que I = nA = gA. Quitte & recommencer, on peut se
ramener a un nombre premier p.

Finalement, il existe un nombre premier p vérifiant I = pA.

Montrons qu’alors A = Z,,.

Soit x € A. On peut écrire © = a/b avec a A b= 1. On sait qu’alors 1/b € A donc
sip|balors 1/p € A ce qui est absurde car p € I. Ainsi p /b et puisque p est
premier, p A b= 1. Ainsi A C Z,.

Soit x € Z,, v =a/bavecbAp=1.Six ¢ Aalorsz #0et 1/z =b/a € A puis
b/a € I € pA ce qui entraine, aprés étude arithmétique, p | b et est absurde.
Ainsi Z, C A puis finalement Z, = A.

Exercice 44 : [énoncé]

a) Facile.

b) J, idéal de Z,, : facile.

Soit I un idéal de Z,. On suppose I ¢ Jp, il existe donc un élément a/b € I
vérifiant a/b ¢ J,. Par suite p ne divise ni a, ni b et donc et b/a € Z, de sorte que
a/b est inversible dans Z,,. Ainsi I'idéal contient un élément inversible, donc par
absorption il possede 1 et enfin il est égal & Z,,.

c¢) Pour k € N, posons J,» I’ensemble des a/b ou (a,b) € Z x N*, p* | a et pne
divise pas b. On vérifie aisément que J,x est un idéal de Z,,.

Soit I un idéal de Z,. Posons

k = max {K/Vx € 1,3(a,b) € Z x N*,x = a/b,p’ | a,p ne divise pas b}.

On a évidemment I C Jp.

Inversement, il existe x = a/b € I avec p* | a, p**! ne divise pas a et p ne divise
pas b.

On peut écrire @ = p*a’ avec p qui ne divise pas a’, et donc on peut écrire

x = p*a’ avec 2’ = a/ /b inversible dans Z,. Par suite tout élément de Jpr peut
s’écrire xy avec y € Z, et donc appartient a I. Ainsi Jy» C I puis =.
Finalement les idéaux de Z, sont les Jp» avec k € N.

Exercice 45 : [énoncé]

a) I CAet0€el.

Soient a € Aetx €]

Sia=0alorsaxr=0¢ 1.

Pour a # 0, supposons (ax)~! € A.

On a alors a~'z71 € A et donc 27! = a(a™t2x™!) € A ce qui est exclu.
Nécessairement (ax)~! ¢ A et donc ax € I.

Soient x,y € I. Montrons que z +y € 1.

Sizx=0,y=0o0uz+y=0, cest immédiat. Sinon :
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Ona (z+y) '(z+y) =1 donc
(x+y) (I +aly) =2 et (e+y) A 4+ay )=y ' (¥

Par ’hypothese de départ, I'un au moins des deux éléments z~ 'y ou

ry~! = (z71y)~! appartient & A.

Par opérations dans A a l'aide des relations (*), si (z +y)~! € A alors 27! ou y !
appartient & A ce qui est exclu. Ainsi (z +y)~! ¢ A et donc z +y € I.
Finalement I est un idéal de A.

b) Soit J un idéal de A distinct de A.

Pour tout = € .J, si 27! € A alors par absorption 1 = zz~! € J et donc J = I ce
qui est exclu.

On en déduit que 271 ¢ A et donc z € I. Ainsi J C I.

Exercice 46 : [énoncé]

a)3x+5=0&2+5=0< =25 car 'inverse de 3 dans Z/107Z est 7.

b) 11 suffit de tester les entiers 0,1,2,3,4. 1 et 3 conviennent. Les solutions sont
1,3,5,7.

)z’ +22+2=0&22+22x—3=0<« (z—1)(x + 3) = 0 donc les solutions sont
1et —3.

Exercice 47 : [énoncé]

a)x =1 [6] donne z = 1+ 6k qui dans la deuxiéme équation donne 6k =1 [7].

Or linverse de 6 étant 6 on parvient & k=6 [7] i.e. k =6+ 7¢ puis © = 37+ 42¢

avec ¢ € Z. Inversement ok.

b 3x=2 [5 r=4 [5]
) S5r=1 [6] xr=5 [6]

sont 29 4+ 30¢ avec £ € Z.

c) Les solutions du systéme sont solutions de 'équation 22 — 4z +10=0 [11].

Or 22 —42+10= 22472+ 10 = (2 + 2)(z + 5) donc les solutions sont —2 =9 et

—5 = 6. On obtient comme solutions les couples (9,6) et (6,9).

, on poursuit comme ci-dessus. Les solutions

Exercice 48 : [énoncé]

Pour a € (Z/pZ)*, application x — ax est une permutation de (Z/pZ)*.

Lecalecul J] 2= J] ar=a’"! [ « donnealorsa? ! =1 car
z€(2/pL)* ze(Z/pL)* z€(Z/pL)*

[T =z#o.

z€(Z/pZ)*

Exercice 49 : [énoncé]

Par 1’égalité de Bézout, uk — (p — 1)v = 1. Considérons alors Papplication

Y : 7)pZ — 7,/pZ définie par (z) = z*. On observe 1h(p(x)) = zF* = 2 x zP=1,
Si z =0 alors ¥(p(z)) =0 =z.

Si x # 0 alors par le petit théoréme de Fermat, 2P~ = 1 puis

) =a x 1V = .

Ainsi ¥ o p = 1d et de méme @ o 1) = Id. On peut conclure que ¢ est bijective.

Exercice 50 : [énoncé]
Considérons a € (Z/pZ)*. 1l est clair que I'application x — ax est une

permutation de Z/pZ donc a* > 2¥ = > (ax)* = 3 2¥ donc
T€L/pL x€L/PL T€ZL/pL
(a* —1) > 2% =0. Sl existe a € (Z/pZ)* tel que a* # 1 alors . aF =0.
z€Z/pZ €L/ pL
Sinon, > z*=0+ Y 1=p-1=-1
T €L/ P x€(Z/pZ)*

Exercice 51 : [énoncé]

Notons z les éléments de Z/nZ et & ceux de Z/mZ. Posons d = pged(n, m).

n =dn' et m = dm’ avec n’ Am’ = 1. Soit ¢ un tel morphisme.

n.o(1) = p(n.1) = (i) = ¢(0) = 0 donc m | np(1) d’ott m’ | p(1).

Ainsi (1) = m'a avec a € Z/mZ puis Yz € Z/nZ, p(z) = z.m’a.

Inversement, s’il existe a tel que Va € Z/nZ, p(x) = x.m’a alors ¢ est bien définie
carx =y [n]=zm =ym’ [m] et cest clairement un morphisme.

Exercice 52 : [énoncé]

a) Dans le corps Z/pZ I'équation 22 = 1 n’a que pour seules solutions 1 et
—1=p—1 |[p] (éventuellement confondues quand p = 2)

b) Dans le produit (p —1)! =1 x 2 x --- x p— 1 ot l'on retrouve tous les éléments
inversibles de Z/pZ chaque élément, sauf 1 et p — 1, peut étre apparier a son
inverse (qui lui est distincts). Par suite (p — 1)!=p—1=-1 [p].

c) Dans (Z/nZ,+,%x), 1 x2x...x (n—1) = —1 donc les éléments 1,2,...,n—1
sont tous inversibles. Il en découle que (Z/nZ,+, x) est un corps et donc n est
premier.

Exercice 53 : [énoncé]
a) Considérons I’application ¢ : x — 22 dans Z/pZ.
Dans le corps Z/pZ : o(x) = p(y) & x = +y.
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Dans Img, seul 0 posséde un seul antécédent, les autres éléments possedent deux
antécédents distincts. Par suite CardZ/pZ = 1 + 2(Cardlme — 1) donc il y a p—;l
carrés dans Z/pZ.

b) D’une part, dans le produit (p — 1)! calculé dans Z/pZ, tous les termes qui ne
sont pas égaux a leur inverse se simplifient. Il ne reste que les termes égaux a leur
inverse qui sont les solutions de 1’équation 2% = 1 dans Z/pZ a savoir 1 et —1.
Ainsi (p — 1)! = —1 dans Z/pZ.

D’autre part, en posant n = %_1,

(p—1)! = 1x...xnx(n+1)x...x(p—1) = Ix...xnx(—n)X..
Orp=1 [4] donc n est pair et —1 = (p — 1)! = (n!)? est un carré dans Z/pZ.

¢) Si —1 est un carré de Z/pZ, alors application x — —x définit une involution
sur ensemble des carrés de Z/pZ. Puisque seul 0 est point fixe de cette
application, on peut affirmer qu’il y a qu'un nombre impair de carré dans Z/pZ.
Orsip=3 [4], (p+1)/2 est un entier pair, —1 ne peut donc étre un carré dans
7./pZ.

Exercice 54 : [énoncé]

Soit H un sous-groupe de Z/nZ et a = min {k >0,k e Z/nZ}.

On a < a >C H. Inversement soit k € H. Par division euclidienne de k par a,
k=qa+7 avecr € {0,...,a — 1}. La minimalité de a entraine 7 = 0 et donc
ke<a>. Ainsi H=<a >.

De plus, puisque 0 € H =< a >, on peut affirmer que a divise n. Inversement,
chaque diviseur de n définit un sous-groupe différent de Z/nZ. Ainsi il y a autant
de sous-groupe de Z/nZ que de diviseurs positifs de n.

Exercice 55 : [énoncé]

11 est classique d’établir que le groupe (G, .) est abélien.

Pour 0,1 € Z/2Z et x € G, posons 0.7 = e et 1.z = z. On définit ainsi un produit
extérieur sur G qui munit le groupe abélien (G, .) d’une structure de Z/2Z-espace
vectoriel. De plus cet espace est de dimension finie car CardG < +o0, il est donc
isomorphe & ((Z/2Z)",+,.) pour un certain n € N*. En particulier (G,.) est
isomorphe & ((Z/27Z)"™,+).

Exercice 56 : [énoncé]

Les inversibles dans Z/78Z sont les classes associés aux entiers de {1,...,78} qui
sont premiers avec 78 = 2 x 3 x 13. Il suffit ensuite de dénombrer les multiples de
2,3, 13 compris entre 1 et 78. On conclut qu’il y a 24 éléments inversible dans
Z,/787Z. On peut aussi calculer p(78) =1 x 2 x 12 = 24.

x(—1) = (=1)"(n!)2.

Exercice 57 : [énoncé]

Sip=2:ily a deux carrés dans Z/2Z.

Si p > 3, considérons I'application ¢ : x +— 2% dans Z/pZ.

Dans le corps Z/pZ : o(x) = p(y) & x = Ly.

Dans Im¢, seul 0 posseéde un seul antécédent, les autres éléments possedent deux
antécédents distincts. Par suite CardZ/pZ = 1 + 2(Cardlmy — 1) donc il y p—;l
carrés dans Z/pZ.

Exercice 58 : [énoncé]

On a

p(p+1)

[+
ol
I

[\

k=1

E
Il
-

Sip =2 alors

k=1

NE

el
I

1

Sip > 3 alors (p+1)/2 est un entier et donc

zp:];’:ﬁx (p—l—l):(—)

2
k=1
On a
P P
SR =Y k= plp+1)(2p+1)
k=1 k=1 6
Sip =2 alors
p — —
S
k=1
Si p = 3 alors

p— — — —
YR =1"4+22=2

Sip>5alors (p+1)(2p+ 1) est divisible par 6.
En effet, p+ 1 est pair donc (p+ 1)(2p + 1) aussi.
De plus, sur les trois nombres consécutifs

2p,(2p+1),(2p+2)

I'un est divisible par 3. Ce ne peut étre 2pet si 2p + 2 est divisible par 3 alors p+ 1
Pest aussi. Par suite (p + 1)(2p + 1) est divisible par 3.
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Ainsi

L. NE2p+1) -
Zkzzﬁx(lﬂr )éer):O
k=1

Exercice 59 : [énoncé]

Les éléments inversibles de (Z/nZ, x) sont les éléments représentés par un nombre
premier avec n.

a) ¢(p) = p — 1. Etre premier avec p* équivaut & étre premier avec p i.e. & ne pas
étre divisible par p puisque p € P. Il y a p®~! multiples de p compris entre 1 et p*
done ¢(p*) = p* —p*~ .
b)Siz=y [mn]alorsz=y
o(I)=(1,1) et sia=x+y/zy
morphisme d’anneaux.

Si f(z)=f(y)alorsx=y [m]etx=y [n]alorsm,n|y— x et puisque
mAn=1alorsmn|y—xdoncz=y [mn]

f est injective puis bijective par I’égalité des cardinaux.

¢) Les inversibles de Z/mnZ correspondent aux couples formés par un inversible
de Z/nZ et un inversible de Z/mZ. Par suite p(mn) = @(m)p(n).

N N
d) Sin =[] py* alors p(n) = [] pg”fl(pi —1).
i=1 =1

[n] et z =y [m] donc f est bien définie.
[mn] alors a = x + y/xy [n] donc ¢ est un

Exercice 60 : [énoncé]

Soit f : & — ax de (Z/nZ)* vers lui-méme.

Cette application est bien définie, injective et finalement bijective par cardinalité.

Ainsi [ z= T[] ar=a*"™ [ apuisa?™ =1lcar [] =
x€(Z/nZ)* x€(Z/nl)* x€(Z/nL)* x€(Z/nl)*

est inversible.

Exercice 61 : [énoncé]

a) Soit H un sous-groupe de Z/nZ.

Si H = {0} alors H =< n >.

Sinon, on peut introduire a = min {k € N*/k € H}.

La division euclidienne de n par a donne n = gqa + r d’ou ¥ € H puis r = 0. Ainsi
a|n.

On a < a >C H et par division euclidienne on montre H C< a > d’ou < a >= H.
b) Si a divise n, on observe que < a > est d’ordre n/a. Ainsi < n/d > est I'unique
sous-groupe d’ordre d de (Z/nZ,+).

¢) Un élément d’ordre d de Z/nZ est générateur d’un sous-groupe a d éléments
donc générateur de < n/d >. Inversement, tout générateur de < n/d > est

élément d’ordre d de Z/nZ. Or < n/d > est cyclique d’ordre d donc isomorphe a
Z/dZ et posséde ainsi p(d) générateurs. On peut donc affirmer que Z/nZ posséde
exactement ¢(d) élément d’ordre d.

d) L’ordre d’un élément de Z/nZ est cardinal d’un sous-groupe de Z/nZ et donc
diviseur de n. En dénombrant Z/nZ selon lordre de ses éléments, on obtient

2 p(d) =n.
d|n

Exercice 62 : [énoncé]

Raisonnons par récurrence sur n > 1.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n.

Par I’absurde supposons que A soit une partie de n 4+ 2 entiers distincts tous
inférieurs ou égaux a 2n + 2. Indexons les éléments de A par ordre croissant :
A={ag,...,an,an11} avec a; < a;y1.

Si ay, < 2n alors I'ensemble {aq, ..., a2,} est contraire & ’hypothése de récurrence.
Sinon a, = 2n + 1 et any1 = 2n + 2. Puisque n + 1 | an41, nécessairement

n+1 ¢ {a03'-~aan—1}

Counsidérons alors {ag,...,an—1}U{n+ 1}. C’est une partie & n + 1 éléments tous
inférieur ou égaux a 2n. Par hypothese de récurrence, 'un d’eux divise 'autre et il
en est donc de méme dans {ag,...,an—-1,6n+1}. Ceci induit une contradiction
avec I’hypotheése de départ.

Récurrence établie.

Exercice 63 : [énoncé]

Si n n’est pas un carré alors, en associant dans P? chaque diviseur avec celui qui
lui est conjugué, on obtient un produit de N termes égaux a n. Ainsi P2 = n'V.
Si m est un carré alors P? est un produit de N — 1 termes égaux a n et donc

P2 — anl

Exercice 64 : [énoncé]

Posons z = 44444444 4444 =7 (9], 7 =1 [9] donc 44444 =7 [9].
x < 10°%4444 donc A < 9 x 5 x 4444 = 199980, B < 9 x 5+ 1 = 46 puis
C<4+9=13.

OrC=B=A=z [9doncC=7

Exercice 65 : [énoncé]
a) Supposons v/6 = p/q avec p A g = 1. On a 6¢> = p? donc p pair, p = 2k. On
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obtient alors 3¢? = 2k? et donc ¢ est pair. Absurde car p et ¢ sont premiers entre
eux.

b) Par développement selon la formule du binéme de Newton

(a+Vb)" = ay, + BrVb avec ay, By, € Z.

¢) a+ Vb racine de P = Y ap X" donne Y apay = (Z akﬂk> Vb.
k=0 k=0 k=0
n

n
L’irrationalité de v/b entraine > agar = > apfr = 0 ce qui permet de justifier

k=0 k=0
P(a—+b) =0.
d) Posons Q = (X —a+ vVb)(X —a—Vb) = X? —2aX +a® —be Z[X].
Par division euclidienne P = Q.S + T avec degT < 2. Or en posant cette division
euclidienne, on peut affirmer que S, T € Z [X] avec P,Q € Z[X] et Q unitaire.
a+Vb,a — /b racine de P entraine T = 0 et donc P = QS avec Q, S € Z[X]. En
dérivant P’ = Q'S + QS’ et a + /b entraine racine de P’ donne a + /b racine de
S. On peut alors comme ci-dessus justifier S = QR avec R € Z[X] et conclure.

Exercice 66 : [énoncé]
Sin = ab avec a,b € N* alors

2" — 1= (2% — 1)(1 +2% 4 --- 4 20~ 1)

donc 2* —1]2" —1dou2°—1=10u2*—1=2"—1 ce qui implique a =1 ou
a=n.
Ainsi n ne possede que des diviseurs triviaux, il est premier.

Exercice 67 : [énoncé]
a) Pour k suffisamment grand Ln / ka = 0, la somme évoquée existe donc car elle
ne comporte qu’'un nombre fini de termes non nuls. n! =1 x 2 x ... X n, parmi les
entiers allant de 1 & n, il y en a exactement |n/p] divisibles par p, |n/p?|

o0
divisibles par p?, etc...donc v,(n!) = 3 {%J

p=1 L?

2n 00
= Eiﬁ‘)); Pour tout p € P, v, (Effl’))z') = kz LQ?—QJ -2 L“%J or
-1

[22] — 2 |2z] =0 ou 1 donc

- 2n n In(2n

> 2] - 2|3 | < card {k e N/ |2n/p*] > 0} < | B2,
2n

De plus les nombres premiers diviseurs de = % sont diviseurs d’un entier
n .

inférieur a 2n (lemme d’Euclide) et sont donc eux-mémes inférieur a 2n. Il en

on In(2n)
découle | p{ Top J car toutes les puissances de nombres premiers
n pEP;p<2n

2n In(2n)
intervenant dans la décomposition de ( > divisent 11 pL p J
n

PEP;p<2n

2n In(2n) In(2n)
C)< >< m o5 < 1 »%< 1

n pEP;p<2n pEP;p<2n PEP;p<2n

(2n) = (2n)7CM).

2n n
d) En passant au logarithme : > Ink —2 Y Ink < 7(2n)In(2n).
k=1 k=1
A Taide d’une comparaison intégrale on obtient
J{In(t)dt < 3 Ink < fl(m_l) In(¢)dt donc
k=1

nlnn—n+1< > Ink<(n+1)ln(n+1)—ndonc > Ink=nlnn—n+O0O(lnn).
k=1 k=1
2n n
Par suite > Ink—2 > Ink =2nIn(2n) —2n — 2(nlnn —n) + O(Inn) puis
k=1 k=1
2n n
>lnk—25 Ink ~In(2)(2n).
k=1 k=1
On en déduit 22 = O(m(2n)).
2|e/2) par calculs et w(x) ~ (2 |x/2]) car w(x) et w(2 |z/2]) ne
In2|z/2]
différent qu’au plus d’une unité et 7(z) — +oo. Finalement, une certaine
satisfaction.

Ajoutons = ~
nxr

Exercice 68 : [énoncé]

Par I'absurde, supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini de nombres premiers de
la forme 4n + 3. Posons N le produit de ceux-ci et considérons 'entier 4N — 1.
4N — 1 est impair donc 2 ne le divise pas.

Si tous les facteurs premiers de 4N — 1 sont égaux a 1 modulo 4 alors

4N —1=1 [4] ce qui est absurde.

L’un au moins des facteurs premiers de 4N — 1 est alors de la forme 4n + 3 et
donc celui-ci apparait dans le produit N.

Ce facteur premier divise 4N — 1 et il divise N, il divise donc —1, c’est absurde.

Exercice 69 : [énoncé]

n=282p+1), a" +1=0b> — (~1)2+!1 = (b+ 1)c avec b = a* . On en déduit
que b+ 1]a™+1, or a™ + 1 est supposé premier et b+1>1doncb+1=a"+1
puis n = 2F.
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Exercice 70 : [énoncé]
a) Quitte & échanger, supposons n < m.
On remarque que

gm=—n

(F, — 1) =F, -1

En développant cette relation par la formule du bindme, on parvient a une
relation de la forme
F,, +vF, =2

avec v € Z car les coeflicients binomiaux sont des entiers.

On en déduit que pged(F,,, Fn,) =1 ou 2.

Puisque F;, et F,, ne sont pas tous deux pairs, ils sont premiers entre eux.

b) Les F,, sont en nombre infini et possedent des facteurs premiers distincts, il
existe donc une infinité de nombres premiers.

Exercice 71 : [énoncé]
a) L’ensemble des inversibles de Z/nZ est un sous-groupe de cardinal ¢(n).

p p—1 p P
b)k<k> p<k1> doncp|kz<k> orpAk doncp<k>

¢) Posons d = (n—1)Ap(n). d= (n—1u+¢(n)vdonca® =1 [n].Ord|n—1
donc nécessairement d = n — 1. Par suite n — 1 | ¢(n) puis p(n) =n — 1 ce qui
entraine que n est premier.

Exercice 72 : [énoncé]

Notons nq,...,n; les cardinaux respectifs des k classes d’équivalence de R. D’une
part n =ny + - - + ny, d’autre part p = n} + - -- + ni. Par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz : (ny + -+ ng)? < k(n? +--- +n2).

Exercice 73 : [énoncé]

n
Pour k € {0,...,n},ilya (k:) parties X & un k éléments dans E. Par suite

S Card(X) = 3 k (") — pont,
k=0 \ K

Pour k € {0,...,n},ilya parties Z a k éléments dans E.

Pour une telle partie Z, les parties X contenant Z ont ¢ € {k,...,n} éléments.

Ilya parties X & { éléments contenant Z.

Pour une telle partie X, une partie Y telle que X NY = Z est une partie Y
déterminée par Z C Y C ZUCgX.
Il y a 27 ¢ parties Y possibles.

n -k
Ainsi,ilya > (Z k) 2"t = (1 +2)" % = 3" couples (X,Y) tels que
=k \ t—
XNY =127
> Card(XNY)= > > >

X, YCE k=0CardZ=k XNY =2

Or (B4 2)") =n(3+2)"1 = éjok (

> Card(XNY) =n4n L
XYCE
Enfin Card(X UY) = CardX + CardY — Card(X NY’) donne
Y Card(X UY) =2mn2n~ 1 4 2mp2n—1 — pgn=1 = 3pqn-1,
XYCE

Card(XNY) = 3 k (”) gn—k,
k=0 \ K

n

) 3n—kyk—1 done
k



